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1 ”Senhoras e senhores, eu lhes apresento o Calculo!”

H4 véarios motivos para pensarem em impor o Célculo Diferencial e Integral (que,
possivelmente, ao longo desta segao serd utilizado somente o termo ”Célculo”)
como uma matéria desnecessdria as aulas no ensino médio brasileiro, mas ja
vos aviso que a escolarizagao e, consequentemente, o ensino brasileiro é falho.
Qualquer matriz curricular de quaisquer cursos no ensino superior de Ciéncias
Exatas apresenta o Calculo como uma disciplina fundamental, sendo lecionada
logo no inicio do curso. Sinceramente, nao vejo motivo para nao ensiné-la o
quanto antes nas escolas, aproveitando o que talvez seja o ”periodo mais fértil”
da formagao de futuros pensadores.

Pesquisadores e educadores afirmam: ”O alto indice de reprovagao verificado
nessas disciplinas (...), colocam o Cdlculo Diferencial e Integral no centro de dis-
cussoes e pesquisas académicas.”. Esse pensamento é coerente com a realidade,
mas ainda acredito que ha como reverté-lo. Creio que apresentar inicialmente
a disciplina de maneira informal, provocando uma interpretacao mais sincera
do conteudo, sempre tendo como base a intuicao e tentar deixar o formalismo
padronizado um pouco de lado, ajudara o estudante no seguimento do assunto.

Mas, enfim, o que seria o calculo? Poderiamos dizer, de forma bastante vaga,
que é uma andlise mais profunda das fungoes, verificando as ferramentas mais
necessarias para chegarmos a uma conclusao do paradigma imposto. De maneira
mais concreta: as ferramentas sdo meramente operagoes matemadticas (limites,
derivadas e integrais). Opergoes que funcionam como a adigao, a multiplicagao,
mas que se distiguem por serem aplicadas no campo funcional. O paradigma
seria a interpretacdo do comportamento de fungdes em diversos termos (quio
rapidamente uma funcdo cresce ou decresce em rela¢ao a outra, por exemplo)

Sendo feita esta simples introdugao, eu lhes apresento o Calculo! Espero
que aproveitem. Peco que j4 dominem nogoes bésicas sobre conjuntos e funcoes,
pois poderé ser necessario.

2 Definicao Informal de um Limite

Caso nao seja, imagine-se como um leigo no assunto. Depois de uma in-
trodugao impecavelmente incompreensivel, provavelmente, vocé se depararia
com a seguinte equacao:



lim f(z)=L.

T—=To

(eq. 2.0)

Sim, eu sei que ela assusta, mas, ao mesmo tempo que ela aparenta ser
abomindvel, possui um significado sublime: a tendéncia da funcao. Eu sei que
dizer somente isso nao o fara entender muita coisa, entao vamos nos aprofundar
aos detalhes. De inicio, devemos ler o simbolo z — x, como ”quando a variavel
da fungao tende ao valor z,”. Ele funciona como um ” zoom infinito”, isto é,
numa escala inicial (arbitréria, o que me permite escolher distancias quaisquer),
a distancia entre x e z, é 1, mas, alterando-se a escala através do zoom, essa
distancia fica cada vez menor até que, ao ser repetido esse processo infinitas
vezes, a distancia tende a ser tao infima que o valor x seria absolutamente
confundido por x, na escala inicial, apesar de = # z, .

Figure 1: Perceba que, ao repetir o processo apenas cinco vezes, o ponto xg s
facilmente se confunde com o ponto x na escala original. Atencao ao detalhe
que esta sendo feito z, — x e ndo r — x,.

A fungao f tem como varidvel x e, por isso, a escrevemos de forma mais
restrita: f(z). Sendo assim, dado um dominio A (que poderia ser o conjuntos
dos ndmeros reais, por exemplo), temos que = pode varrer todo e qualquer valor
do conjunto A, ao mesmo tempo que f varre um outro conjunto B para cada x
escolhido em A; e, devido a essa relagao, é dado ao conjunto B a denominagao
”contradominio”.

Para entender mais intuitivamente o conceito de funcao e de tendéncia da
funcao, vamos imaginar a simples equagao matematica ax + b = 0. Sabemos
que ela é verdadeira, se, e somente se, r = _Tb . Agora imagine que ax + b
possa assumir valores diferentes de zero, ou melhor, ndo necessariamente iguais
a zero. Digamos que a equagdo assume agora um valor qualquer & . Se a e
b sdo invariantes perante x, isto é, nao variam dados valores diferentes de =,
temos que k pode assumir valores diferentes para distintos niimeros x adotados
na equagdo. Podemos dizer entdo que f(x) = k = ax + b. Embora assim fora
criada uma fun¢éo do primeiro grau, esse pensamento pode ser utilizado para
qualquer que seja a equagao, entao nao precisamos ter medo ao interpreta-la
dessa forma.

O sfmbolo ” lim f(z)” significa o limite da fungao f(x) , isto é, o valor que a
funcao f(z) tende a atingir. Isso pode parecer muito vago, mas perceba que ao
analisar essa definicdo para x — x, , ela passa a ser mais coerente. Finalmente,
lendo a eq. 2.0 como deveriamos, temos: ”quando x tende ao valor x,, a fungdo



f(x) tende ao valor L”. Viu? Agora parece ser bem simples, ndo é? Bem...
Pelo menos um pouco mais simples.

Aparentemente, parece que lim,_,,_ f(z) = f(z,) , mas este é um erro cru-
cial que muitos cometem, pois ela sé ocorre com algumas fungdes. Embora
pareca fazer sentido sempre, essa afirmacao é declarada falsa, pois a tendéncia
de uma funcdo pode chegar a um ponto que sequer pertenca & ela, o que seria
impossivel de ocorrer a igualdade anterior. Como essa parte exige um raciocinio
mais apurado, iremos explané-la através de exemplos.

Exemplo 1.0 Avalie o limite quando x — 2 nas sequintes fungdes:
1. f(z) = 2%

2. f(z) =2% sex#2,e f(x) =3,se v =2;

3. fla) =22, sex <2 e flr)=3,sex>2

O Exemplo 1.0 poderd ser respondido apds as proximas definigoes.

2.1 Limites Laterais

O limite lateral de uma fungao ¢é a tendéncia do valor desta aplicada a tendéncia
do valor de sua varidvel pela lateralidade a um certo ponto. Se x — z, , dizemos
que z tende a z, através de valores a esquerda deste (considerando o eixo das
abscissas no plano cartesiano); se  — z} , dizemos que = tende a x, pela
direita. Se o limite da fungdo f(x) tende a um valor M quando z tende a z,
pela esquerda, escrevemos:

lim f(z)= M.

T—To

(eq. 2.10)

Caso o limite da fungao tenda a um valor N quando x tende a x, pela direita,
escrevemos:

lim f(x) = N.
z—zd

(eq. 2.11)

Como relacionamos o limite ”geral” com os limites laterais? Isso serd abor-
dado no préximo tépico, junto com a resolucao dos exemplos.

2.2 Condigao de Existéncia de um Limite

Obviamente, s6 faz sentido analisar um ”limite geral” quando os limites laterais
pela esquerda e pela direita se coincidem a um tunico valor. De fato, essa é a
condigao de existéncia do limite da fungao:

lim f(z)= lim f(z) = lim f(z)=L.

T—T, T—=xT] T=To



Caso ocorra o contrério, ou seja, os limites laterais serem diferentes, dizemos
que o limite da fungao nao existe. Nesse caso, os valores da eq. 2.10 e da eq.
2.11 sao distintos, isto é:

M # N.

Portanto, dada a condigdo acima, o limite lim,_,,, f(z) ndo existiria.

Teorema: Dado o valor de tendéncia da varidvel, o limite de uma func¢ao
existe, se, e somente se, seus limites laterais convergirem ao mesmo valor.

Com essas defini¢oes, podemos responder aos itens do Exemplo 1.0.
e Solucao:

1. Determine lim,_,o f(z), se f(z) = z2.

Figure 2: Gréfico da funcdo f(z) = 22, explicitando-se a tendéncia dos limites
laterais para z — 2.

Pelo grafico, percebe-se o limite lateral pela esquerda:

lim f(z) =4.

T2~

E o limite lateral pela direita:
lim f(x)=4.
z—2t1 f( )
Como ambos convergem a um mesmo valor, entao:

lim f(z) = 4.

T—2

2. Determine lim,_,» f(z), se f(z) = 2%, para x # 2, e f(x) = 3, para x = 2.

Pelo gréfico, percebe-se a tendéncia da fungao para valores de x préximos,
porém menores, a 2 é:
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Figure 3: Gréfico da funcao f(z), explicitando-se a tendéncia dos limites laterais
para x — 27 e para v — 27.

lim f(z) =4.

r—2~

E a mesma andlise para valores de x proximos, porém maiores, a 2 é:
lim f(x)=4.
z—2+1

Apesar de f(2) = 3, a tendéncia da fungdo se comporta de maneira dife-
rente, portanto ambos os limites laterais convergem a um mesmo valor e
entao:

lim f(xz) = 4.

r—2

3. Determine lim, .5 f(z), se f(z) = 22, para x < 2, e f(x) = 3, para x > 2.

w
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Figure 4: Gréfico da fungdo f(x), explicitando-se a tendéncia dos limites laterais
para xz — 27 e para x — 2T,



Pelo gréfico, percebe-se a tendéncia da fungao para valores de x proximos, porém
menores, a 2 é:

lim f(z) =4.
T—2~
E a mesma anélise para valores de x préximos, porém maiores, a 2 é:
lim f(x)=3.
z—21

Como os limites laterais nao se coincidem, entdo nio existe limite de f(x)
para x — 2.

2.3 Propriedades dos Limites

Nesta subsegao, veremos como realizar operagoes matematica com limites, que
podem muitas vezes facilitar seus calculos. Essas propriedades nao serao demons-
tradas, pois sao bastante intuitivas e seria uma complicacao tentar entendé-las
com uma matematica bastante formal.

i) Limite de uma fun¢ao constante:

O que consideramos aqui como uma constante é um elemento invariante,
que nao depende da varidvel ou meramente um nimero, a. Obviamente, se uma
funcao é constante, ela assume o mesmo valor independentemente da varidvel.
De forma geral, o limite de uma constante é a prépria:

lim a = a.
T—T,

(eq. 2.20)
i1) Limite de uma soma ou subtragao de fungoes:

De forma intuitiva, o limite da soma entre duas fungdes (f e g) pode ser
escrito como a soma dos limites individuais, ou seja:

Jim [f(z) +g(2)] = lim f(z)+ lim g(x).
(eq. 2.21)

iii) Limite de um produto ou de um quociente entre fungdes:

Simplesmente, o limite de um produto ou de um quociente entre duas fungoes
pode ser escrito como o produto ou o quociente dos limites individuais, ou seja:

lim [f(z) x g(z)] = lim f(z)x lim g(z).

T—T, T—T, T—T,
(eq. 2.22)
i 1) _ i, f(2)
zoz, g(x)  limg ., g(2)
(eq. 2.23)



iv) Limite de um logaritmo ou de uma exponenciagao:

Espero que vocé nao tenha pulado esta subsecao, porque agora mostraremos
a relacao exponencial e logaritmica entre funcoes de uma maneira nao tao difun-
dida. Geralmente, é vista apenas a relagdo entre uma fungdo e uma constante
em ambos 0s casos.

Basicamente, se f(z) e g(z) sdo fungdes que estdo de acordo com a mesma
variavel e se relacionam na forma exponencial, podemos escrever:

T—=T, T—T,

(eq. 2.24)

Essa equagao explica a relagao com a constante:

lim [f(2)]" = [ lim f(z)]".

T—=T, T,

Mas que também poderia ocorrer na forma:

)f(:v) — (a)[liml’*}fto f(w)]

lim (a
T—T,

Da mesma forma, se f(x) e g(x) se relacionam logaritmicamente, podemos
escrever:

lim logg(l) [f(.l?)] = loglimzﬂmo g(x) [ lim f(l‘)]

T—T, T—T,

(eq. 2.25)

Obtendo as mesmas relagdes com constantes no lugar de fungoes.

2.4 Ao Infinito e Além das Indeterminacoes!

Este é o topico que traz mais dores de cabeca e desacordos. E onde a matemética
goza de ser abstrata e exata ao mesmo tempo. Com tanta confusao assim, por
onde comegariamos, entao?

Por que nao comecarmos deduzindo intuitivamente o que é ”finito”? Uma
definicao poderia ser “aquilo que acaba”, mas, na matemadtica, o sentido de
7acabar” é invidvel para uma definicdo tao formal, pois o infinito matemaético
nao precisa necessariamente ser algo eterno, perpétuo. Entao precisamos de
uma definigdo mais completa.

Em 1834, o matemdtico Dirichlet propos o principio do engavetamento (do
alemao ” Schubfachprinzip”), que mais tarde viria se tornar o principio das casas
de pombos, teorema importante e muito utilizado na Teoria dos Nimeros e na
Combinatéria. O principio da casa dos pombos é a afirmagdo de que, se n
pombos devem ser postos em m casas, e, se n > m, entao pelo menos uma casa
ird conter mais de um pombo. Isso, indiretamente, passa a ser uma formulagao
de bijecao, que é uma importante concepcao para o entendimento do infinito.
Mais tarde, Richard Dedekind cria uma proposta equivalente & de Peano sobre
a formulacdo do infinto: um conjunto é infinito se existe uma fungao de um para
um (bije¢ao) entre todo o conjunto e um subconjunto préprio.



Um conjunto A é necessariamente diferente de um conjunto B, mas de modo
B esteja contido no primeiro, se eles possuem a mesma cardinalidade, entao
ambos sao infinitos. Exemplos comuns sao os conjuntos numéricos.

Define-se, entao, que o infinito matematico nao é um numero, mas algo
incomensuravel. Quando tomamos uma das coordenadas cartesianas, temos
dois infinitos: um positivo e um negativo. Por isso, o infinito nado é somente
algum numero imenso, tao grande quanto queira ou maior, porque o infinito
negativo contraria isso. Um reflexo disso é a consideragao:

lim (z+a)= lim z=+oc.
T—r+00 T—r+00

lim (z+a)= lim z=—o0.
T——00 T——00

Em outras palavras, para qualquer que seja a constante a (positiva ou neg-
ativa) somada a x, quando este tende ao infinito, a adigdo de a é desprezivel.
Isso também explica os limites:

) a
lim — =0.
r—4oco
) a
lim — =0.
T——00 I
Ou de um modo, geral:
. a
lim — =0.
T—00 I

A razao % quando z — oo ou x — —oo é, de fato, nula, devido a falta de

compatibilidade de comparagao entre a e o infinito.

Nota: Nao confunda as relagoes anteriores com a condi¢do de existéncia
de um limite, pois nao estamos relacionando limites laterais de uma funcgao.
Inicialmente, fizemos x — 400, o que indica um valor "muito positivo” de x;
apds isso, fizemos x — —o0, o que indica um valor "muito negativo” de x,
que seria o outro “extremo” da reta dos reais. A conclusdo que chegamos é
que, como a € "nada” comparado a infinitos negativo e positivo, entdao nao faz

iferenca 0 uso sina sse cas is € nulo.
diferen do sinal nesse caso, pois é nulo

2.5 Teorema do Confronto e Limite Fundamental da Trigonome-
tria

O Teorema do Confronto ou Teorema Sanduiche atua de forma bastante in-
tuitiva e faz jus ao nome. Ele afirma que as funcoes de mesma variavel que
obedecem a desigualdade g(x) < f(x) < h(z)e sdo construidas de tal modo que
lim, ., g(x) = lim, ., h(z) = L, entdo tem-se:

L < lim f(z) < L.
T—T,
Implicando em:
lim f(z)=L.

T—T,



Uma consequéncia crucial é um limite trigonométrico bastante importante e que
resulta em uma bela expressao:
. sen(x
lim A

x—0 x

=1.
(eq. 2.30)

Por ser um resultado tao magnifico, a prova dele serd usada como aplicagao
do Teorema do Confronto.

e Provando a eq. 2.30:

Primeiro consideremos que o dominio da funcao f(x) = sen(x) é [-F, §],
como ela é realmente definida. Se S, é a area do setor circular definido pelo
angulo z, [XY Z] é a drea do tridangulo de vértices X,Y e Z e situando-se pela
figura 1, temos, para z # 0:

[BOC] < Sy < [AOBI.

Figure 5: Relagoes no circulo trigonométrico.

1 x sen(z) L &X 12 - 1 x tg(x)
2 2 2
Como as areas sao valores positivos, entao vamos impor o uso do valor ab-
soluto dos termos:

|sen(z)|
|sen(x)| < |z| < cos()]

Dividindo todos os membros por |sen(x)|, obtemos:



o1
|sen(z)| = |cos(z)|

Podemos, entao, retirar o médulo do cosseno, pois adotamos um intervalo em
que cos(z) > 0. Como sen(x) possui sempre o mesmo sinal que z neste intervalo,
entao o valor absoluto do quociente passa ser o mesmo, restando:
< JS < L
sen(z) ~ cos(z)

Ao invertermos os termos, invertemos a desigualdade:

1> sen(w) > cos(x).
Aplicando o limite quando z — 0:
. . en(x) .
lim 1 > lim ————= > lim cos(x)
z—0 z—0 x z—0
1> lim 2@ oy
x—0 €T

Finalmente, teremos que aplicar o Teorema do Confronto, resultando em:

lim sen(x)

x—0 x

=1

Vocé pode estar nao entendendo, entao simplificarei. Vamos aplicar a pro-
priedade da eq. 2.23, obtendo:

lim sen(x) _ 1im'$ﬂo[sen(:c)] _1
=0 lim,, 0[]

Nao reconhece? Entao vamos aproveitar que esse resultado implica em:

lim sen(x) = lim x.
x—0 x—0

Ainda nao estd reconhecendo? Serd possivel que eu tenho que fazer tudo
por aqui? Tudo bem! Eu vou ajuda-lo. Algum dia um professor de fisica seu ja
deve ter usado uma aproximacao nas aulas de oscilagbes ou éptica geométrica
que aparenta ser um pouco exagerada: "para angulos pequenos, o seno € aprox-
imadamente igual ao proprio angulo em radianos”. O resultado acima é exa-
tamente uma das provas dessa afirmacao! Ele pode até ter falado que ambos
também sao aproximadamente iguais a tangente do angulo, mas isso é con-
sequéncia de lim,_, cos(x) = 1. Nao é incrivel? (...) Bem... Eu acho incrivel.
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2.6 Limite Fundamental da Exponenciacao

O namero de Euler, e, é uma das mais importantes constantes da matematica
e o porqué disso serd compreendido na segao sobre diferenciagao. O Limite
Fundamental da Fxponencia¢ao dimensiona o entendimento sobre essa constante
de forma funcional, interagindo com &reas ligadas & matematica financeira e
economia, por exemplo. Ele é formulado como sendo:

1 n
e = lim <1 + > .
n— o0 n

Com certeza, é uma bela expressao. De inicio, pode causar estranhamento,
pois aparenta resultar e = 1 (quando substituimos n por co, mas, na verdade,
e = 2,71828...), porém néo se deve ser precipitado no célculo de limites. Em
seguida, também causa confusdo o fato de ser muito usada na matemaética fi-
nanceira e, por isso, tentaremos deduzi-la através de um gedanke, isto é, uma
”experiéncia imaginaria”.

(eq. 2.40)

e Gedanke:

Em Bentdpolis, a moeda utilizada € o ”Bentum” (que, baseada no latim, tem
como plural ”"Benta”), ou seja, a unidade no Brasil que corresponde ao Real, ld
corresponde ao Bentum, mas sendo este muito mais valorizado que aquele.

Certo dia, o jovem rapaz Leonhard Fuler da Silva se dirigiuv ao Banco Dife-
rencial e Integral de Bentopolis e, preocupado com suas economias, decidiu pegar
emprestado B$100,00 (cem benta) com a finalidade de quitar essa quantia ao se
passar o periodo de um ano. O banco funciona de acordo com os juros compostos
e de modo que as somas dos juros parciais em um empréstimo é sempre igual a
100%. Sendo assim, foram dadas ao rapaz diversas ofertas:

i) Considerando o ano como uma parte dnica, o cliente deve pagar o valor
do empréstimo acrescido de juros correspondentes a 100%, resultando no paga-
mento de B$200,00 (duzentos benta,).

it) Dividindo-se o ano em duas partes iguais, o cliente tem o direito de, ao
se passar metade de um ano, pagar uma quantia correspondente ao valor do
empréstimo acrescido de 50% de juros, resultando em B$150,00 (cento e cin-
quenta benta); ou o cliente pode optar por esperar o decorrer de mais seis meses,
acrescentando-se 50% de juros ao valor anterior, resultando em B$225,00.

i11) Dividindo-se o ano em trés partes iguais, o cliente pode optar por pagar
o empréstimo ao decorrer dos primeiros quatro meses acrescidos de 33,335... %,
resultando em B$133,333...; caso ndo pague, ao decorrer de mais quatro meses, o
cliente pagaria o valor anterior acrescido de 33,333...%, resultando em B$177,777...;
ou ainda, no decorrer dos quatro meses finais, pagaria o valor anterior acrescido
de mais 33,333...%, resultando em B$ 237,037... .

Sequindo as ldgicas anteriores, ao dividir o ano em n partes, o jovem rapaz
deveria pagar um montante, M, correspondente a:

MlOOx(1+1) .
n

11



Leonhard Euler da Silva logo percebeu que, se quisesse pagar quando pudesse,
ou seja, ao se dividir o ano em infinitas partes, o seu montante ao final do ano
teria um valor aproximado de B$271,83.

Como ele descobriu esse valor? Na verdade, ele usou o dinheiro do empréstimo
para comprar uma calculadora muito potente e a usou substituindo na expressao
anterior o n por nimeros bastante grandes (teste na sua calculadora com n =
1.000.000, por exemplo), obtendo um valor aproximado de e entdo multiplicando-
o por 100.

Nao foi uma atitude muito sensata usar o dinheiro de um empréstimo para
comprar uma calculadora que calculasse o valor do empréstimo ao final do ano,
mas Leonhard Fuler da Silva consegquiu deduzir a eq. 2.40. Bem... Mas nao
facam o mesmo que ele.

Figure 6: Gréfico da fungio y = f(z) = (1+ 2)", que possui como assintota
y=e.

2.7 Limite e Continuidade

Quando o conteudo de Limites iniciou-se, foi alertado o rompimento da igual-
dade lim,_,,, f(z) = f(z,). Ela pode até ocorrer (e veremos que essa serd a
condigao de continuadade de uma funcao), mas nao é necessariamente satisfeita.

Figure 7: Trés fungoes-exemplo: f(x) em vermelho; g(x) em azul; e h(z) em
verde.
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Percebamos que, das trés fungoes acima, duas sdo interrompidas em determi-
nados pontos (a origem nao pertence a func¢ao h(x), caso nao seja perceptivel),
mas que poderiam ser até um intervalo completo. Quando temos esta espécie
de interrupgao, dizemos que se trata de uma fungao descontinua.

A continuidade de uma funcao é a propriedade desta que a faz caminhar
em sua trajetéria normal (a curva que sua lei representa) com a auséncia de
obstaculos que a interrompam (geralmente, surgem por condicoes de existéncia
da fungdo). A continuidade ocorre quando:

lim f(z) = f(,).

T,

(eq. 2.50)

Se f(xz,) existe e a eq. 2.50 ocorre, entdo a fungdo é continua naquele ponto.
Obviamente, para determinar a continuidade de uma funcao em = = z,,, devemos
calcular os limites laterais de quando x — x, e verificarmos se convergem ao
valor f(x,), corroborando com a eg. 2.50. Lembre-se: se x — x,”, entdo
T < Ty 8 T — ToT, entdo T > .

Nota: Estendendo para uma compreencao da continuidade de uma func¢do
sobre um determinado intervalo, entdo, além de verificarmos a condi¢cdo de con-
tinuidade de cada elemento pertencente ao intervalo, ainda devemos verificar se
os limites laterais internos ao intervalo dos elementos das extremidades con-
vergem para o valor da funcdo nestes pontos.

2.8 Regra de L’Hospital

A regra de L’Hospital para o cdlculo de limites inicialmente indeterminados re-

quer o conhecimento de derivadas, entao esta secao pode ser pulada sem prob-

lema algum, portanto que vocé volte depois de obter tal nocao. Ela se define

para indeterminagoes do tipo % ou £2. Quando nos deparamos com um limite
f(=)

do tipo limg_,,, S(z)r Ou ocorrendo:

lim f(xz)= lim g(z) = 0.

TTo TT,

Ou ainda:

lim f(z) =+ lim g(z) = £o0.

T—To T—To

A regra afirma que, se fI"(z) é a enésima derivada de f(z), temos:

fl@) o ()
g

AR ) T A ()
(eq. 2.60)

Para mostrar a validez do enunciado, utilizaremos um exemplo ja conhecido.

e Provando a eq. 2.30 pela Regra de L’Hospital:
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Da aplicagao direta da regra, temos:

d[sen(x)]
lim sen(z) = lim —4&_—
x—0 €T x—0 M
dz
lim sen(x) — lim cos(x)
=0 T z—0 1
lim sen(z) = lim cos(x)
x—0 x x—0
Finalmente, resultando em:
sen
lim ﬂ =1.
x—0 €T
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3 Derivacao ou Diferenciacao

Através de Newton, a derivada nasceu por meio de raciocinios fisicos, mais
precisamente, cinematicos. De fato, ainda hoje a forma como ele desenvolveu a
diferenciacao é tratada como um dos métodos mais didaticos para o ensino desse
assunto. O método em questao é a andlise do movimento de um corpusculo.

Se uma particula realiza movimento unidimensional, sabendo-se as posigoes
que ela ocupa ao decorrer do tempo, podemos criar uma fungao relacionando
ambos os parametros (posigao e tempo). Essa funcao poderia ter sido criada
de qualquer forma, bastando ter uma relagdo entre esses dois parametros. A
maneira mais interessante de se trabalhar foi a funcao criada a partir do quo-
ciente entre a variacao da posi¢ao e uma variagao de tempo, a qual fora chamada
de velocidade.

Obviamente, nao sao variagoes quaisquer de posi¢ao e tempo relacionadas.
Se, na situac¢do I, a particula se encontra na posigao x1 no tempo tye, na situacao
1I, ela se encontra na posicao xs no tempo tg, a velocidade escalar média entre
as situacoes I e II, v ,,, ¢ dada por:

To —x1 Az
v == —\
CMT oty — 1 At

No gréfico posicao X tempo, temos a funcao da posi¢ao (x) na varidvel tempo
(t), z(t). Nela, a situagdo I corresponde ao ponto Pi(t1,x1) e a situagao II
corresponde ao ponto Ps(te, z2), ambos pertencentes a funcao.

Essa forma de razao entre variacoes da funcao e da variavel é chamada de
taxa de variagao da fungao em relagao a variavel e sua importancia é percebida
pela comparagao entre a taxa de variacao e o dngulo da reta secante que passa
pelos dois pontos escolhidos na fungao, ou seja, v, ¢ numericamente igual a
tangente do angulo que a reta secante a fungao x(t), passando pelos ponto P; e
Py, faz com a diregao do eixo das abscissas (que corresponde ao eixo temporal).

Nota: F dito "numericamente igual”, pois uma tangente nao tem dimensoes
de velocidade (comprimento por tempo, como “metro por sequndo”), portanto o
valor da tangente do angulo que a reta secante faz com o eizo temporal coincide
somente com o valor numérico da velocidade.

Os primérdios da derivada de uma fungao surge com a duvida: como obter o
valor da velocidade de uma particula em um tnico ponto, ou seja, sua velocidade
instantdnea? Como poderiamos, entao, ajustar uma reta secante para que ela
passasse a ser uma tangente? Essa divida foi finalmente solucionada por Isaac
Newton no século XV II quando ele utilizou uma no¢ao intuitiva de limites para
aproximar um dos pontos por qual a reta secante passa e aproxima-lo do outro
ponto de mesma caracteristica.

Considere a ilustragdo a seguir (Figure 2), em que a reta secante (vermelha)
intercepta uma fungao f(x) (curva azul) em dois pontos: o primeiro de abscissa
x e o0 segundo de abscissa x + Ax, 0 que nos permite afirmar que as abscissas
se distanciam de Az. Obviamente, se Az diminui, cada vez mais o segundo
ponto se aproxima do primeiro. Se a é o angulo que a secante faz com o eixo
das abscissas, temos:
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fix + Ax)

f(x)

Figure 8: Reta secante e reta tangente a uma funcao em um x qualquer.

fle+Ax) - fx) _ flz+Ax) — f(x)
(x + Az) — () Az '

Se, para aproximarmos ambos os pontos com a finalidade de fazer a reta
passar por um unico ponto, ou seja, fazer da reta secante uma reta tangente
(amarela), precisamos diminuir a distancia entre eles. Compreende-se que a
inclinacao da reta tangente serd obtida ao se fazer Az — 0 na expressao anterior.
Se o’ é o angulo que a reta tangente & funcao faz com eixo das abscissas, temos:

ttel) = Jim TS0

tg(a) =

(eq. 3.0)

Essa expressao é exatamente a defini¢ao e o significado de derivada ou difer-
enciagao. Trocando apenas algumas denotagoes, como tg(a’) = f/(z) e Az = h,
€SCrevemos:

h—0 h
(eq. 3.01)

Utilizaremos mais a denotacao da eq. 3.01 do que a da eq. 3.0, apesar
desta também ser importante para alguns entendimentos, como a denotacao de
Leibniz para a derivada:

/ _ . . _
fz) = Jim Ar =AM Ay T T &
d(f(z))

(eq. 3.02)
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A denotacdo de Leibniz para a diferenciagdo é muito importante para as
ciéncias pela facilidade que nos da de realizar diversas operagoes. Ela abrange
que, para Axr — 0, ainda existe uma diferenca infinitesimal entre valores no
eixo das abscissas, dz, corroborando na existéncia de uma diferenca também
infinitesimal da fungao correspondente, d( f(x)), mesmo que sejam tdo pequenas
que poderiam ser facilmente confundidas com o "nada”.

A partir dessas deducoes, temos a definicao de derivada dada pelas equagoes
anteriores e o seu signifcado geométrico, que € a inclinacao da reta tangente ao
grafico.

Exemplo 2.0 Avalie a derivada da funcdo f(x) = x2.

e Resolucao:

Fle) = tim LEED @) (@+h)*—a?
h—0 h h—0
2 2 .2 2
, L %+ 2xh + h* —x _2zh+h
@) = Jim h T h
. hQ2z+h)
/ = —_—
flo) = iy == = i@+ h)
f(x) = 2x.
Ao diferenciarmos f(z) = 22, obtemos f'(r) = 2z, que continua sendo

uma funcdo na varidvel x, porém do primeiro grau. Esse resultado aparenta
fazer sentido, pois esperamos obter uma reta tangente, entao o reultado dessa
derivagao ser uma fungao do primeiro grau, cuja representacao grafica é uma
reta condiz com a intuicao. Certo?

Na verdade, o pensamento anterior é errado. O detalhe é que f'(z) = 2z nao
é a equagao da reta tangente, mas representa a sua inclinagao, ou seja, a
tangente do angulo que essa reta faz com o eixo das abscissas. O fato da derivada
de f(x) continuar sendo dependente de 2 demonstra que, dependendo do ponto
que escolhemos na parabola, a inclinagao da reta tangente a esse ponto pode
variar, dependendo da posicao deste, como é analisado na figura da proxima
pagina.

Para consolidar essa afirmacéao, bastariamos encontrar uma derivada que ou
nao fosse dependente da varidvel ou fosse dependente, mas estando ela a um
grau distinto de um, como as que serao sugeridas no exemplo a seguir.

Exemplo 2.1 Awvalie as derivadas das fungoes:
1. f(z) =3z +4;

2. f(z) =b5z® + T;

3. f(x)=6.
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Figure 9: Diferentes retas tangentes definidas para diferentes valores de .

¢ Resolucoes:

1. f(z)=3x+4

h) + 4] — 4 h+4—3c—4
fla) =t BEA WA ZBed )y, et 3047 e
50 h h—0 h

3h
! _ . _ .
fi(x) = }ILIH%) - = %11%3

f(x) =3.

2. f(x) =523 + Tx

[5(z + h)* + T(x + h)] — [52° + Ta]

!/ — 1

fi(a) = lim h

() = lim [5(x3 + 322h + 3zh? + h3) + Tz + Th] — [523 + Tx]
~ h—0 h

F(z) = lim 523 + 1522h + 152h? + 5h3 + Tz + Th — 523 — Tx
= h—0 h

, . 1522h + 152k + 503 +7h . h(152 4+ 7+ 15zh + 5h?)
f'(z) = lim = lim
h—0 h h—0 h

f/(z) = lim 1522 + 7 + 152h + 5h? = 1522 4+ 7 + 152(0) + 5(0)?
h—0

f'(x) = 1522 + 7.
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f(x)=0.

Os itens anteriores corroboram com a afirmacao de que o resultado encon-
trado na derivagao nao é a equagao da reta tangente, mas a sua inclinagao.

3.1 Propriedades da Diferenciacao

Nesta subsecdo, analisaremos as derivadas de relagoes funcionais, entre elas,
somas, diferengas, produtos e quocientes.

Diferentemente de como fizemos na segao sobre limites, demonstraremos
todas as propriedades.

i) Derivada de uma func¢ao constante:

Se f(x) = a é uma funcdo constante, podemos prever que, por se tratar de
uma diferenca, a derivada de uma constante é nula:

f'(x)=0.
(eq. 3.10)

No inicio da secao, discutimos que a derivada corresponde a uma taxa de
variagao. Se uma funcgao é constante, entao ela nao varia. Um pouco depois,
vimos que o significado geométrico da derivada ¢é a inclinagao da reta tangente
a curva. No caso da funcdo constante, ndo hé inclinacdo e relacdo ao eixo
das abscissas. O resultado nulo é, portanto, explicavel para qualquer definigdao
tomada.

e Demonstragao:

flz+h) - f(z) (a) = (a)

/ T T
Fe == =i
! = lim - = 1li
f(x) Lim hli%o
flx)=0

Nota: No caso de uma constante multiplicando uma funcao, ela pode ser
desconsiderada na operacao (ser posta em “evidéncia”), ou seja, para g(x) =
kf(xz), temos ¢'(x) = W =kf'(x).

it) Derivada da soma ou da diferenca entre fungoes:
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Se f(z) e g(x) sdo funcdes de mesma varidvel, podemos escrever a derivada
da soma ou da diferenga destas fungdes (como sendo a soma ou a diferenga das
derivadas:

dif(@) +9(@)] _ df(x)  dg(x)
dx dx dx

(eq. 3.11)
Entao esta propriedade funciona de forma bastante intuitiva.
¢ Demonstragao:
Seja h(z) = f(x) + g(x), entao:
[f(z + Az) +g(z + Ax)| — [f(2) + g(2)]

W)= Jm, As
W (x) = AI}JEO [f(z+ Az) — f(x)]A—;[g(x + Ax) — g()]
(o) = i, HEEEE - S S

W(z) = f'(z) +g' ().

i11) Derivada de um produto funcional:

Se f(x) e g(x) sao fungdes de mesma varidvel e h(xz) = f(z) x g(x) é o
produto funcional entre elas, calculamos a derivada de h(zx) através da equagao:

() = f'(x) x g(z) + f(x) x ¢'(z).
(eq. 3.12)

Esta propriedade ja funcionaria de forma menos intuitiva. Neste caso, pode-
mos facilitar a compreengao da taxa de variacao de h(x) imaginando a premissa
de que f ou g variam com x. Mesmo nao sabendo como varia o produto, pode-
mos entendé-lo superpondo dois termos: um relacionado a taxa de variagao
de f(z) e outro relacionado & taxa de variagdo de g(x). Por argumento de
combinatéria, o ou” (que indica que ou f(z), ou g(x), ou ambas variam) indi-
cariam a superposicao desses termos como uma soma, normalmente, resultando
na equacao 3.12.

¢ Demonstragao:

f(z+h)g(x+h) - f(2)g(z)

B (x) = lim
Az—0 Az
oy o 4@ E Mg+ h) —gle+h)f(2) + f@)g(z + h) - f()g()
)= As
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iy o 9@+ Rh)[f@+h) = fl)] + f(@)glz + ) — g(z)]
W (w) = Al.qlgo Az

f(@z+h) = f(z) . glz+h)—g(x)
Az + /(@) Alalgo Azx

h) — h) —
(o) = i o+ 1) Jim 0 (o) g 2

W(z)= lim g(z+h)

W (z) = f'(z) x g(x) + f(x) x ¢'(2).

iv) Derivada do quociente funcional:

Se f(z) e g(x) sao fungdes de mesma varidvel e h(z) = % é o quociente

funcional entre elas, calculamos a derivada de h(z) através da equacao:

f'(@) x g(z) = f(z) x ¢'(z)
()]

B (x) =
(eq. 3.13)

Esta propriedade é ainda menos intuitiva que as anteriores, mas é facilmente
demonstrada utilizando a propriedade (iii).

e Demonstragao:

*M xTr) = ) X X
) = 18 = 1) = g(0) x i)
F'(@) = ¢ (2) x hz) + g(z) x W (z) = ¢ (x) x ﬁg T g(a) x W (z)
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3.2 Regra do Encadeamento

A Regra do Encadeamento ou Regra da Cadeia é a relagao diferencial para
fungoes compostas. Se h(z) = f(g(x)), entdao devemos imaginar que a taxa de
variagao de h em relacao a x depende da taxa de variagao de f em relagao a g e
de g em relacdo a x simultaneamente. Isso se d4, pois f varia com g, enquanto
esta varia com x. Devido aos eventos simultaneos, poderiamos pensar que,
por argumentos 16gicos (os mesmos utilizados em Combinatdria e no Principio
Fundamental da Contagem), o mais intuitivo seria realizar o produto entre estas
taxas de variagoes, entao escreve-se que:

dih(z)] _ d[f(9()] _ d[f(9(x))] dlg(x)]

dx dx [g(x)] dx
(eq. 3.20)

Pode parecer um método estranho, mas é bastante significativo e satisfatério,
além de exato. Apesar de aparentar grande dificuldade, com um bom treino,
seu uso passa a ser automaético.

Talvez uma das dificuldades seja exatamente entender o que a féormula quer
dizer, mas uma rapida interpretagao seria: ”a derivada da fungao composta é
dada pelo produto entre a derivada da funcao de ’dentro’ e a derivada da fungao
como um todo”.

A notagao de Leibniz para as derivadas parece ser um modo melhor de ap-
resentar essa regra do que simplesmente mostrar a relagdo na forma representa-
tiva: f'(g(x)) x ¢'(z). Isso, porque pensando numa representacao dimensional,
as dimensoes relacionadas a g(x) se cancelariam (apesar de, nessa notagao de
derivada, o numerador possuir um significado totalmente diferente do denomi-
nador, portanto dg(x) néo se cancelaria de fato).

e Demonstragao:

Da definicao de derivada pela notagao de Leibniz, temos:

d[h(z)] i A()
dlg(z)]  agla)—0 Ag(z)

dh(x)
dg(x)
Lembrando que a condicao adotada é de Ag(x) — 0, o que também implicard
em € — 0.
Pela construcao da ultima equagao, observe que ela é valida até mesmo para
Ag(xz) = 0. Dividindo ambos os membros por Az, que, devido a defini¢ao de
derivada, nao é nulo, obtemos:

Ah(z)  dh(z) Ag(x) n 6Ag(av)

Ah(z) = Ag(x) + eAg(x)

Az dg(z) Az Az
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Aplicando os devidos limites, compreendidos desdes as condicbes iniciais,
temos:

I Ah(z)  dh(x) . Ag(x)
ars0 Az  dg(z) Ars0 Az =0 Ax

Finalmente, resultando em:

dh(z)  dh(z) " dg(x) .

dx dg(x) dx

3.3 Principais Derivagoes

A vida é curta demais para que fiquemos calculando derivadas somente por
sua definicdo. Devido a isso, listaremos diversas diferenciais relacionadas as
principais fungoes que serao bastante eficazes em operagoes diferenciais.

i) Derivada de func¢ao polinomial:
Da forma mais bésica possivel, dada uma fungao f(x) = ™, temos:

f'(x) =na™ L

(eq. 3.30)

Esta formula é a mais conhecidade dentre as derivadas. Devido a isso, al-
guns acham erroneamente que hé somente este tipo de derivagao, enquanto que
funcoes polinomiais sao somente um tipo de fungao.

Algumas pessoas denominam a equa¢do 3.30 como Regra do Tombo, pois
ocorre a "queda” do valor numérico do expoente, posicionando-se em frente a
variavel, multiplicando-a, enquanto que ele decai de uma unidade ainda como
expoente.

e Demonstragao:

f’(z):%wzmw

Expandindo e resolvendo o binomial, temos:

™ +na1h + @xnﬁhz + ...+ A" —2"

/ — 1
)= i h
h(nz™=1 + nn=d) gn=2p 4 4 h"=1)
! 1 2
Fo = h
-1
f'(z) = lim [n:c”l + mx’“%z + ...+ h"l}
h—0 2
-1
f'(x) = lim {nm”l + Mw"ﬂo +..+ 0”1}
h—0 2
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f'(x) = na" 1t

Aparentemente, a demonstracio por expansao binomial s6 serviria para n €
N devido ao conhecimento de restrigoes que existem no uso deles, mas serve
para qualquer constante complexa, pois o campo de uso dos binomiais é bem
maior do que costumamos a aprender.

it) Derivada de fungGes exponenciais e logaritmicas:

De inicio, nem conseguiriamos imaginar como realizar a derivacao de uma
funcdo do tipo f(z) = a%, pois, diferentemente de uma funcdo polinomial, a
variavel se encontra na exponenciagao. Um artificio matemético que nos aju-
daria, por um exemplo, seria o de substitui¢ao, mas como realizd-lo? Primeiro,
devemos descobrir a derivada de f(x) = In(x), pois este resultado nos serd
vantajoso.

¢ Realizando a derivagao de f(z) = ln(z):

Da definigao, temos:

. In(x+h)—In(z)
() —
Fo=m=
1 x+h
/ T -
)= iy ()
1
f(xz) = lim In 1—|—ﬁ !
= h—0 x

Fagamos g = %, entao % = 2. Perceba que enquanto h — 0, n — oo, logo:

n— oo
1 1\"
f(r)=—-In [ lim (1 + ) }
x n—oo n

Substituindo o que for compativel & equacdo 2.40, obtemos:

o 1\*
f'(z) = lim ln(1+n)

f'() = 2 In(e)
oy = ot _ 1

(eq. 3.31)

A préxima etapa é calcular a derivada de f(z) = In(e®) = x. Sabemos,
entdo, que f'(x) = 1, mas utilizemos a regra da cadeia:
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e Calculo de w =1 através da Regra da Cadeia:

dlln(e*)] d[ln(e®)] d(e®)

de  d(e?) X Tdr
1 de*

l=—x—
er dx

de”
dx
(eq. 3.32)

Pode ainda nao parecer, mas a equac¢do 3.32 sera bastante ttil na resolugao

de diferenciagoes de fungoes exponenciais.
Dada a fungao exponencial f(x) = a®, temos que a sua derivada resulta:

(eq. 3.33)

Para funcoes logaritmicas f(x) = log, (z), basta que fagamos a mudanga
para a base e, que chegamos ao resultado:

L1
P& = =z

(eq. 3.34)

e Provando a equagdo 3.34:
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In(b)
oy L dn(z)]
@ =5 >
, 1
i) = In(b) x x°

iit) Derivada de fung¢bes trigonomeétricas:

Neste caso, basta calcularmos as derivadas das fungdes seno e cosseno, pois
quaisquer outras fungoes trigonométricas seriam obtidas a partir destas. Elas
podem ser calculadas utilizando as propriedades de derivagao ou a Regra da
Cadeia.

Antes de desenvolver qualquer raciocinio, devemos saber um importante li-
mite trigonométrico:

1 _ 3
lim cos(x)
x—0 xT

=0.

(eq. 3.35)

e Demonstrando a equacdo 3.35:

Multipliquemos a expressao no limite por 1+ cos(z), tanto no numerador,
quanto no denominador, obtendo:

lim (1 —cos(z)) (1 + cos(x)) — lim (1 — cos®(z))
@0 x (1 4 cos(z)) 2—0 z (1 + cos(x))
lim sen?(x) — lim sen(x) sen(x)

s—0 z(1 + cos(z)) =+—0 % (1 + cos(z))

lim sen(x) " sen(x) ~ lim sen(x) o lim sen(x)
z—=0 T (1+cos(z)) a+—=0 =z -0 (1 4 cos(z))
Conhecendo-se a equagdo 2.30, temos:
lim sen(x) o lim sen(z) - lim,_,o sen(z) 1 0
=0 x =0 (1 + cos(z)) lim, (1 + cos(x)) 2
i L7995 _
z—0 xT
Este resultado sera importante para definir:
d
7[827;@)] = cos(x).
(eq. 3.36)
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e Demonstrando a equagao 3.36:
A partir da definigdo de derivada, para f(x) = sen(z), temos:

sen(x + h) — sen(x)

/@) = im
) = i, E2sE0(E) + sen()osto) = sent)
o) = i 2e0A) _p, sente)(L = con()
@) = cose) x tim ) sonz) x yim “CTOS“’)

f(x) = cos(x) x 1 — sen(x) x 0

d[sen(z)]

f(z) = — = cos(x).

Para a obtengdo da derivada do cosseno, basta fazermos cos(x) = sen (5 — sr:)

2
e utilizarmos a Regra da Cadeia. O resultado sera:
d
w = —sen(z).

(eq. 3.37)

e Demonstrando a equacdo 3.37:

T _

5 x) , obtemos:

Fazendo f(z) = cos(z) = sen (

_dfsen(5-2)] d(5-2)

N
f(x) = cos (g - :z:) x (=1)
f(z) = d[cc;sx(z)] = —sen(x).
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3.4 Derivadas de Ordens Superiores

A este ponto, vocé ja deve ter percebido que as funcgoes citadas podem ser de-
rivdveis mais de uma vez. No exemplo 2.1, vimos a funcao f(z) = 53 + 7x
e calculamos a sua derivada f/(x) = 1522 + 7 a partir da defini¢io. Obvia-
mente, f'(z) ainda é uma fungdo derivavel, sendo possivel calcular uma segunda
derivada, que seria escrita nas formas:

(@) = 1) = T g0

Essa segunda derivada de uma mesma func¢ao é chamada de derivada sequnda
ou derivada de seqgunda ordem e exprime como varia a taxa de variacao da fungao
em relagao a sua varidvel. Um exemplo classico de uma derivada segunda na
pratica é a aceleracao de uma particula, expressa em funcao da posigao:

dv(t) d (dx(t)\  d’x(t)
dt dt ( ) B '

a(t) = = — i o

Sendo assim, podemos admitir que podemos derivar uma funcao f(x) (desde
que ela seja derivével) diversas vezes, ou seja, sua n-ésima derivada, £ (z),
existe.

£y = TS,
dx
Existem ainda representagoes especificas para derivadas de ordens superiores

nas ciéncias. Na Fisica, a derivada de um parametro ¢ em relacao ao tempo t é
representada por:

_d
“at

E de praxe chamar a fungao ¢ de g-ponto. A varidvel segunda do parametro
q seria o g-dois pontos, ou seja:

q

Um fato notério é que, a partir da (n+1)* derivada de uma fungéo polinomial
de grau n, o resultado é sempre nulo. Outro fato notério é a periodicidade
das derivadas trigonométricas, pois, a cada derivada de ordem mutilpla de 4,
o resultado torna a fungao trigonométrica original, sejam as fungbes seno ou
cosseno.

¢ Demonstragao:
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1. Seja f(x) = sen(z), calculemos a partir das propriedades ji conhecidas,
sua derivada de ordem 4:

f(x) = sen(z) = f'(z) = cos(x)
f'(x) = cos(z) = f'(x) = —sen(x)
f'(x) = —sen(z) = f"(x) = —cos(x)

f"(z) = —cos(x) = fU(z) = sen(x)

2. Seja f(x) = cos(z), calculemos a partir das propriedades j& conhecidas,
sua derivada de ordem 4:

f(z) = cos(z) = f'(z) = —sen(x)
f(x) = —sen(x) = f"(z) = —cos(x)
" (x) = —cos(z) = " (x) = sen(z)

() = sen(z) = fU(x) = cos(x)

4 d*
1l ](:1:) = s [cos(z)] = cos(x).

3.5 Construindo uma Funcgao: Interpretando Pontos Criticos
e Concavidades

Ponto critico é um ponto pertencente a fungao em que ou a derivada nele
néo existe ou ela é nula. No caso de uma funcao continua, pode até ser dificil
interpretar uma localidade em que a derivada nao exista, mas é um caso comum
em fungoes com crescimentos ou decrescimentos abruptos, repentinos.

Figure 10: Crescimento abrupto de uma func¢do. Analisando a derivada como a
reta tangente, observamos que ela é perpendicular ao eixo das abiscissas. Nestas
condigoes, ela é incapaz de existir, pois nao existe tan (%)
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O ponto vermelho da imagem acima também representa um ponto de in-
flexao vertical. Uma inflexao é um ponto da curva em que hé a alternancia de
sinal da derivada de segunda ordem da funcao, sendo também uma alternancia
de sentido da concavidade, como perceberemos mais tarde. Além de pontos de
inflexao verticais, podemos ter pontos de inflexao horizontais, como mostra
a figura a seguir.

Figure 11: Um trecho de funcao que apresenta um ponto de inflexao horizontal.
Percebe-se que a derivada no ponto existe, porém é nula.

Nao sé os pontos de inflexao horizontais sao ocasionados por derivadas de
primeira ordem nulas. Em um intervalo adotado, isto é, analisando apenas
um trecho de uma funcao f(z), quando f/(z) = 0 e ndo hé alternancia na
concavidade, obtemos um maximo ou minimo local, que também pode ser
chamado de maximo ou minimo relativo.

Figure 12: Percebe-se que tanto o maximo local quanto no minimo local sao
pontos de inclinagdo nula, ou seja, f/(z) = 0.

Vale ressaltar que um méximo ou minimo local ocorre quando f/(z) = 0,
pois é o ponto em que ocorre a troca de sinal da derivada da fungao. Contudo,
f"(z) parmanece com o mesmo sinal imediatamente antes e depois destes pontos
criticos.

Mas por que ser tao rigoroso, especificando sempre o termo ”local”? Isso é
importante, pois nem sempre sabemos como se comporta o resto da fungdo. Em
outras palavras, quando uma funcéo tem um méximo (rigorosamente, o valor
méximo da fungdo), podemos ainda considerar este ponto como um méximo
local para o intervalo adotado. Embora um méximo absoluto possa ser con-
siderado um méximo local, este nem sempre é um méximo absoluto. Como
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inclinagoes da reta tangente nula indicam qualquer maximo local, entao é me-
lhor utilizarmos o termo mais seguro.

Se ainda nao estiver claro, entao vamos dar uma olhada na imagem a seguir.
A explicagao estard em sua legenda.

Figure 13: Neste caso, o ponto A é um méximo local naquela vizinhanca, mas
para valores de x bem maiores, a funcdo tende ao infinito, tirando o titulo de
méximo absoluto da funcao do ponto A. Algo semelhante ocorre com o ponto
B, que é apenas um minimo local.

Agora devemos verificar o porqué da derivada segunda designar uma con-
cavidade direcionada ou para cima ou para baixo. Primeiro, mesmo com al-
guma imagem, seria dificil de mostrar estes significados, pois é necessario movi-
mentacao, dinamica para que seja mais facil de absorver as informagoes, entao
é recomendavel que siga as instrugoes com uma folha de papel a frente e um
lapis & mao.

Tracando-se retas tangentes ao longo de uma concavidade voltada para cima,
que representa um ramo convexo da fungdo, vocé percebera que, enquanto as re-
tas tangentes forem se aproximando do minimo local da esquerda a direita, elas
possuem inclinagoes negativas, mas, em modulo, sua inclinagao vai diminuindo.
Em outras palavras, parte-se de uma inclinagao muito negativa até inclinagoes
menos negativas. Ao chegar no minimo local, a inclinacdo se anula. Quando
ultrapassa-se o minimo relativo, a inclinagao passa a ter valores positivos e, as-
sim, aumentando cada vez mais até a extremidade do intervalo da concavidade.
Nesta ordem, a derivada primeira sai de valores negativos a valores positivos
de modo que sempre esteja aumentando seu valor, isto é, sua taxa de variagao
é sempre positiva, mas a taxa de variagao da derivada primeira é exatamente a
derivada segunda.

Proposicao: Se em um intervalo I tem-se f"(x) > 0, entdo a fungdo é
conveza neste intervalo, ou seja, a sua concavidade € voltada para cima.

De modo semelhante, tracando-se retas tangentes ao longo de uma con-
cavidade voltada para baixo, que representa um ramo concavo da funcao, vocé
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percebera que, enquanto as retas tangentes forem se aproximando do maximo lo-
cal da esquerda a direita, elas possuem inclinagoes positivas, mas sua inclinagao
vai diminuindo. Em outras palavras, parte-se de uma inclinagao maiores até in-
clinagbes menores. Ao chegar no maximo local, a inclinagdo se anula. Quando
ultrapassa-se o maximo relativo, a inclinacao passa a ter valores negativos e,
assim, adotando valores cada vez mais negativos até a extremidade do intervalo
da concavidade. Nesta ordem, a derivada primeira sai de valores positivos a
valores negativos de modo que sempre esteja diminuindo seu valor, isto é, sua
taxa de variacao é sempre negativa. Novamente, a taxa de variacao da derivada
primeira é exatamente a derivada sequnda, que é negativa neste caso.

Proposicao: Se em um intervalo J tem-se f"(x) < 0, entdo a fungdo é
concava neste intervalo, ou seja, a sua concavidade € voltada para baixo.

Se for feito o mesmo tipo de andlise que fizemos das concavidades em trechos
concavos e convexos de fungdes em pontos de inflexao, como os das figuras 6
e 7, serd perceptivel a mudanca de sinal da derivada primeira exatamente no
ponto de inflexao, implicando em uma mudanca automética da concavidade.

Agora que compreendemos os conceitos de continuidade, pontos criticos e
concavidades, podemos utilizar estes conhecimentos para construir o grafico de
uma funcao a partir somente de seu argumento.

A otimizagao é utilizar o resultado de que f’(x) = 0 pode representar os
valores extremos (méximos ou minimos) de uma funcao f(z) para obter proveito
da variavel ou da proépria fungao nesse ponto. Isso é importante, pois ha varias
grandezas que desejamos maximizar ou minimizar. Uma empresa, por exemplo,
sempre quer maximizar seu lucro e minimizar suas despezas.

Obviamente a otimizagao pode ser utilizada em qualquer caso em que temos
uma ”situacao limite”, uma maximiza¢do ou uma minimizacao. A seguir, serdao
demonstradas duas regras importantes da Optica geométrica nos casos de re-
flexao e de refragao em que se tratarao valores extremos para uma determinada
fungao, pois se baseiam no Principio de Fermat:

7 A trajetoria percorrida pela luz ao se propagar de um ponto a outro € tal
que o tempo gasto em percorré-la € um minimo”.

e Demonstragao: o angulo de incidéncia é igual ao angulo de re-
flexao.

r 4

L

Figure 14: O feixe luminoso parte do ponto A, interage com a superficie no
ponto P, refletindo-se, e segue em direcao ao ponto B.
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Cria-se uma fungao D(z) que indica o  deslocamento realizado pela luz. Sendo
assim, precisamos calcular as trajetérias AO e OB em fungao de x. Sendo assim,
utilizemos o Teorema de Pitdgoras em AAOP:

(A0)° = In? + 2”

A0 = \/h12+:172.

Utilizando o Teorema de Pitigoras em ABOQ:
(0B)? = ho® + (L — )?

OB = \/ho? + (L — z)°.

Segundo o Principio de Fermat, a luz deve percorrer a menor trajetdria
possivel, entao a funcdo deslocamento D(z) = AO + OB deve ser minimizada,
portanto:

D'(z)=0

% (\/h12+x2+\/h22—|—(L—x)2> =0
2x 3 2(L — x) —0
2v/h* + 22 Qm
L—=x

X

=0

V42?4 (L - )
— T

T _ L
Vhi? + 22 \/h22 +(L—=x)

Este resultado pode ser escrito de uma outra forma, pois, calculando os senos
de 01 e de 05, obtemos:

x
sen(by) = ——.
Vhi® + z2
I —
sen(fs) = < .
ho? + (L — z)*

O que resulta em:

sen(01) = sen(6s).

Como ambos os arcos se encontram no primeiro quadrante, pois sao angulos
de um triangulo retangulo, cada, entao podemos concluir:

0, = 6.

33



e Demonstragao: lei de Snell-Descartes da refragao.

L
A N
i v,
h, |
| .
b L-r Q Hea 1
P x 0 eio 2
[+ v,
h,
ol
B

Figure 15: O feixe luminoso parte do ponto A, interage com a superficie que
delimita os dois meiois no ponto P, refratando-se, e segue em direcdo ao ponto
B. No meio 1, a velocidade da luz vale v; e o indice de refracao é ni. No meio
2, a velocidade da luz vale vy e o indice de refragao é no.

A Lei de Snell-Descartes resulta em:

nysen(6r) = nasen(fs).
Em que, sendo c a velocidade da luz no véacuo, o indice de refragdo do meio

i é dado por:

n; = —.

Cria-se uma fungao At(z) que indica o tempo decorrido ao ser realizado o
trajeto pela luz. Sendo assim, precisamos calcular os intervalos de tempo At e
Ats em fungdo de x. Sendo assim, calculemos At:

AO
Aty = —
U1
2 2
Apy = YT+ 2
U1
Agora, calculemos Ats:
OB
Aty = —
V2
hy? + (L — 2)°
Aty = .
Vo
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Segundo o Principio de Fermat, a luz deve percorrer esta trajetéria no menor
intervalo de tempo possivel, entdo a funcao At(z) = Aty + Aty deve ser mini-
mizada, portanto:

At'(z) =0
R R L il Gt W
dzx o Vs o
2z B 2(L —x) —0
200/ I + a2 2091/ ho® + (L — )?
1 x 1 L—z
UVt ta? 2 a2y (L — )

1 x 1

L—=x
— X = — X .
v VP ke v 2 g2

Mas ja sabemos que isto equivale a:

sen(0;)  sen(6:)

U1 V2

Que j& é uma forma de expressar a Lei de Snell-Descartes, mas, multiplicando-
-se pela velocidade da luz nos dois membros, tem-se:

v—clsen(ﬂl) = v—isen(ﬁz)

Que, finalmente, resulta em:

nysen(61) = nasen(6z).

3.6 Teorema do Valor Médio da Diferenciacao

Considere uma viagem realizada por um carro, de uma cidade a outra, cuja
velocidade média foi de 50 km/h. Obviamente a funcdo hordria da velocidade
v(t) é continua, pois hd algum tipo de acelera¢io (mesmo que nula) durante o
trajeto.

Se, em algum momento da viagem, este carro se locomoveu com velocidades
abaixo da velocidade média, entao, em algum outro momento da viagem, ele
teve que se locomover com velocidades acima destas, compensando aquelas ve-
locidades inferiores, para que a velocidade média continuasse sendo 50 km/h.

Em algum instante da viagem, este carro teve que passar das velocidades in-
feriores para as velocidades superiores a velocidade média. Em outras palavras:
em algum momento da viagem, o carro teve que atingir a velocidade média
de 50 km/h. Em algum momento, sua velocidade instantanea foi igual a sua
velocidade média.

35



Este raciocinio intuitivo é o mesmo usado no Teorema do Valor Médio da
diferenciacao, que serd enunciado a seguir.

Se f(x) é uma funcdo continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe
pelo menos um a < T < b que satisfaz:

(eq. 3.40)

Observando com atencao, conseguimos relacionar com o contexto das veloci-
dades. Isso se da, pois a expressao do segundo membro da igualdade representa
a inclinagdo da reta secante que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), o que
estaria relacionado a velocidade média do carro. Ja a expressao do primeiro
membro, é uma derivada, portanto estaria relacionada a velocidade instantanea

do carro em algum ponto do percurso.

T :

Figure 16: Para este grafico, fica perceptivel que pode existir mais de um valor
a < T < b que sustenta a mesma inclinagao que a secante indicada.

Ainda complementando a analogia, a e b corresponderiam ao tempo de inicio
da viagem e ao tempo de término da viagem, respectivamente. Sendo assim,
T € (a,b), pois a velocidade de 50 km/h foi atingida em algum momento durante
a viagem.

3.7 Derivada da Fungao Inversa

Como certeza, este é um dos tépicos mais complicados de explanar. O conceito
de funcao inversa, em si, parece algo bastante complexo, mas o intuito aqui é
facilitar a compreensdo. Em termos simples, se uma fungao f(z) é avaliada a
partir de z, a funcdo inversa é tal que, a partir de f(z), avalia-se x. A fungéo
inversa de f(z) é representada por f~!(z).

e Exemplo 2.2 Se f(z) = 222 —5 e g(x) = 4z + 1, determine (f o g)~ ' (z).
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Primeiro, calculemos a composigao (f o g)(x) = f(g(z)):

(fog)(x) =2[g(x)]* — 5
(fog)(x) =24z +1)* - 5.
Para calcular sua inversa, devemos isolar a varidvel x, portanto, para h(z) =
(fog)(x):
h(z) =24z +1)°> =5
24z +1)* = h(z) +5

Como h(x) estd fazendo o papel de um elemento do dominio estabelecido e
r de um elemento do contradominio, entdo vamos alterar as varidveis, fazendo:

W @) = I

(eq. 3.50)

Agora fica claro que a funcdo inversa f~! é aquela que desfaz as operacoes
realizadas pela funcao f. No primeiro membro da eq. 3.50, a funcao f ird des-
fazer as operacdes feitas por f~!; no segundo, f~! que ird desfazer as operacdes
realizadas por f. Sendo assim, retornar-se-a ao numero incial, x.

Obviamente, nem toda fungdo terd uma inversa, pois o z e o f(x) devem
ter uma relagao biunivoca. Em outras palavras: um fungao possui inversa, se,
e somente se, for bijetora.

Uma importante propriedade grafica da fungao inversa é que sua curva é
simétrica a da fungao original pela bissetriz dos quadrantes impares, isto é, o
gréafico da fungio inversa f~1(x) é o reflexo do grafico da fungao f(x) em relacao
a reta f(x) = . Uma outra propriedade é que a reta tangente a fun¢io f em
um ponto pertencente & ela tem como inversa a reta tangente & f ~!no ponto
simétrico a este, e os coeficientes angulares destas retas sao inversos entre si.
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Figure 17: A funcdo f(z) (em verde) tem como inversa a funcdo g(z) (em
vermelho), que tem o gréfico simétrico ao de f(z) em relagao a reta f(x) = x.
Sendo assim, escreve-se g(x) = f~1(z) ou f(x) = g~ ().

Se o ponto (z,y) = (z,g(x)) pertence a curva de g, entdo o seu simétrico
(y,x) = (y,9~ 1 (y)) pertence a curva g~!. A inclinacdo da reta tangente & g em
(2,y) é

my = g'(x).

Se f(z) = g '(z), a inclinagdo da reta tangente & g—!

em (y,z) é

mg-1 = f/(y)

Como estas retas tangentes também se relacionam como inversas uma da
outra, entao:

(eq. 3.51)

Toda essa interpretacao geométrica resulta na eq. 3.51, que é exatamente
a formula utilizada para calcular a derivada da fungao inversa. FEla possui
muitas trocas de variaveis, o que pode ser tornar bastante confuso, mas podemos
demonstra-la por um caminho mais simples e anélitico.
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e Demonstragao:

Através da eq. 3.50, tem-se a propriedade:

(@) ==

Diferenciando-se em relagao a x e utilizando a Regra da Cadeia, obtemos:

d

d o, o1
A @) =

e Exemplo 2.3 Determine as derivadas das sequintes fungoes:

1. arcsen(z);

Da funcgdo f(x) = sen(x), tem-se f~1(x) = arcsen(x), entdo:

d, ., 1
A ()
e Y S S
dxf (z) cos(arcsen(x))’

Se 0 = arcsen(x), entdo sen(f) = x, mas:

sen?(0) + cos*(0) = 1
2 + cos*(0) = 1
cos*(0) =1 — z?

cos(0) =1 — a2

Sendo admitida apenas a raiz positiva, pois f(z) = sen(x) estd definida

para z € [—7, 5], em que cos(x) > 0. Sendo assim, obtém-se:

d ., 1
%f (z) = cos(0)
d . 1
%f (z) = 7%1 — 2
d o
%arcsen(x) it

A derivada é sempre positiva, o que indica que, para o intervalo definido
como —1 < x <1, a fungdo f(x) = arcsen(z) é sempre crescente.

39



Figure 18: Gréfico da funcao f(x) = arcsen(zx).

2. arccos(z);

Da funcio f(z) = cos(z), tem-se f~!(z) = arccos(x), entdo:

Aoy L
w! D= )
oty L
%f (z) sen(arccos(x))’

Se 6 = arccos(x), entdo cos(f) = x, mas:

sen?(0) + cos*(0) = 1
sen?(0) +2° =1
sen®(0) =1 — z?

sen(f) = /1 — a2,

Sendo admitida apenas a raiz positiva, pois f(z) = cos(z) estd definida
para z € [0, 7], em que sen(x) > 0. Sendo assim, obtém-se:

d ,_ 1
%f o) = ~ sen(0)
d ,._ 1
P A
—arccos(x) = — !

dx V1—z2

A derivada é sempre negativa, o que indica que, para o intervalo definido
como —1 <z <1, a funcdo f(x) = arccos(x) é sempre decrescente.
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Figure 19: Gréfico da funcdo f(x) = arccos(x).

3. arctg(x);

Da fungao f(z) = tg(z), tem-se f~1(z) = arctg(z), entdo:

d, ., . 1
O )
A
dxf (z) sec?(arctg(x))’

Se 0 = arctg(x), entdo tg(f) = z, mas:

sec?(0) = tg*(0) + 1
sec?(0) =z + 1.

Sendo assim, obtém-se:

d .4 1
%f (z) = sec?(6)
d . 1
@f (z) = 1422
d
%arctg(x) =112

A derivada é sempre positiva, o que indica que, para um z real, a fungao
f(z) = arctg(z) é crescente.
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Figure 20: Gréfico da funcao f(x) = arctg(x).

4. arccotg(x);

Da fungao f(x) = cotg(x), tem-se f~1(x) = arccotg(x), entdo:

d o,y v 1
%f () = F(f~(x))

A x)=— 1

dxf (z) cossec?(arccotg(x))

Se 0 = arccotg(z), entdo cotg(d) = x, mas:

cossec®(0) = cotg®(f) + 1

cossec®(0) = 2% + 1.

Sendo asim, obtém-se:

d ., 1
%f (z) = ~ cossec?()
d ., 1
@f (@) =- 14 2?2
— t ( )_ ;
g orecotg(@) = — 17—

A derivada é sempre negativa, o que indica que, para um x real, a fungao
f(z) = arccotg(x) é decrescente.

J

D

Figure 21: Gréfico da funcao f(x) = arccotg(x).
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5. arcsec(x);

Dada a funcdo f(z) = sec(x), tem-se f~1(z) = arcsec(x), entio:

P N
@ )
d .y, 1
%f (@) = sec(arcsec(x))tg(arcsec(z))

Se 0 = arcsec(x), entdo sec(f) = z, mas:

sec?(0) = tg*(0) + 1
tg*(0) = sec*(0) — 1
tg(0) = £+/sec?(6) — 1.

tg(0) = £vz2 — 1.

Sendo assim, obtém-se:

d ,._ 1
%f o) = sec(0)tg(0)
d ,_ 1
@f 1(33)::':56 2 —1

Figure 22: Gréfico da funcao f(x) = sec(x).

Inicialmente, para que a funcdo f(z) = sec(x) admita inversa, devemos
definir um dominio e uma imagem de tal forma que ela se torne bijetora.
Sendo assim, definimos D(f) = [0,7]—7/2 e Im(f) = R —(-1,1). Para
f~Y(x) = arcsec(z), tem-se D(f~1) = Im(f) e Im(f~') = D(f).

Se 0 < 6 < 7, entdo x > 1 e tg(f) > 0, portanto % > 0; e, quando

5 <0 <, ocorre v < —1 e tg(f) < 0, portanto % > 0. Sendo assim,
conclui-se:

d 1

—arcsec\r ) = ————.
dz @) = Ve =1
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Figure 23: Gréfico da fungdo f(x) = arcsec(x), com imagem Im(f) =
[0, 7]—7/2.

Observando o gréifico, percebe-se que a funcao f(z) = arcsec(x) é sempre
crescente, o que é explicavel, pois a sua derivada é sempre positiva nos
intervalos atribuidos a D(f) e Im(f).

Outra forma de definir um dominio para tornar f(x) = sec(z) bijetora,
mas mantendo a mesma imagem, é fazendo D(f) = [0,3) U [r, 2F). Isso
causard a seguinte alteracao na férmula da derivada da funcao inversa

fH(@):

niE

Figure 24: Grafico da fungio f(x) = arcsec(z), com imagem Im(f) = [0,%) U

7. 5)-

Neste caso, para x < —1, a derivada é negativa, portanto a fungao decresce;
para x > 1, a derivada se torna positiva e a fungao passa a ser crescente.

6. arccossec(x).

Dada a funcio f(z) = cossec(x), tem-se fl —1](z) = arccossec(z), entio:

dogo o1
! = f(f= (=)
d ., . !
%f (17) - _cogsec(arccossec(x)).cotg(aTCCOSSGC(l‘)) ’

Se 0 = arccossec(x), entdo cossec(f) = x, mas:
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cossec®(0) = cotg®(f) + 1
cotg®(0) = cossec* () — 1
cotg(8) = £+/cossec?(9) — 1

cotg(f) = £V 2?2 — 1.

Sendo assim, obtém-se:

d .1, 1

%f (z) = ~ cossec(f).cotg(0)
d .4, 1
%f (@) = :Fx 22— 1

Figure 25: Gréfico da funcao f(x) = cossec(x).

Para que a fungdo f(z) = cossec(x) admita inversa, devemos definir um
dominio e uma imagem de tal forma que ela se torne bijetora. Seja, entao,
D(f)=[-%,%] — 0eIm(f) =R—(—1,1); para f~!(z) = arccossec(z),

tem-se D(f~') =R —(=1,1) e Im(f~') = [-5,5] - 0.

Considerando ainda 6 = arccossec(z), se -5 < 0 <0,entdoz < —1le
do ) =

cotg(f) < 0, portanto 5= < 0;se 0 < 6 < 7, entdo z > 1 e cotg(f) > 0,

portanto % < 0. Sendo assim, conclui-se:

1
—arccossec(x) = ——————.
dx (@) |z|vaz? —1
Observando o grafico, percebe-se que a funcao f(x) = arccossec(x) é

sempre decrescente, o que é de se esperar, pois sua derivada é negativa
para os intervalos atribuidos a D(f) e Im(f).
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Figure 26: Gréfico da funcdo f(x) = arccossec(x), com imagem Im(f) =
[-3.5]-0.

Uma outra forma de definir um dominio para tornar f(z) = cossec(x)

bijetora é adotar D(f) = (0, g] U (77, 37“] Isso causara a seguinte alteracao
na férmula da derivada da funcio inversa f~!(z):

(x) = - .

ssec(x) = .

5 areco T

Figure 27: Gréfico da fungdo f(x) = arccossec(zx), com imagem Im(f) =

(0,5] U (m, 5]

Neste caso, para x < —1, a derivada é positiva, portanto a fungao é cres-
cente; para x > 1, a derivada é negativa e a fungao passa a ser decrescente.
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