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ste trabalho apresenta a conceituacao de Dimensoes Fractais

(ou fracionadas), a forma como sistemas dindmicos podem apre-

sentar objetos fractais, a forma de se calcular a dimensao des-
tes objetos e, consequentemente, de se obter as relagoes de ”in-
formacao”do sistema.

Introducao

Sistemas dinamicos sao sistemas de uma ou mais equagoes que evoluem no
tempo e descrevem o movimento. Sao equagoes que podem descrever a evolugao
de "objetos” dentro do espaco de variedades especificas. Tomando como exemplo
um sistema que descreva a dinamica de um objeto fisico, as possibilidades de
movimento sao restritas aos graus de liberdade que sao permitidos ao objeto.
A caracteristica marcante da evolu¢ao do movimento é que a mudanca desse
movimento depende diretamente do ponto que se estuda em relagao a todos
os graus de liberdade. Assim, para posicionar um objeto frente a sua variacao
dinamica, define-se um espaco que possui a informacao da posicao e da forma
como ele varia, chamado Espaco de Fase.

Um exemplo de sistema dinamico é o péndulo, em que se tem uma massa
presa a uma vareta delgada que oscila em torno de um ponto fixo. Conhecendo
o angulo que o fio faz com uma barra imaginaria que une o ponto de oscilacao
ao ponto fixo, e a forma como este angulo varia, pode-se definir sua posicao
no espaco de fase. A variacao da posicao da particula neste espaco abstrato é
definida como uma trajetéria, que possui toda a informagao necessaria para se
caracterizar o movimento do péndulo para qualquer tempo, permite inclusive
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especulagoes como tempos negativos (como o movimento se daria para o tempo
”correndo ao contrario”).

Para um péndulo real, sabe-se que apds determinado tempo, sua oscilagao
cessara, devido a perda de energia por atrito com as moléculas de ar e pelas
moléculas da corda. Tem-se entao um sistema que deixa de ser dinamico, o
ponto em que isto ocorre é chamado de ponto de equilibrio, ou no caso do
péndulo, ponto de equilibrio estavel, também chamado de ponto fixo do sistema,
uma vez que para condigoes iniciais iguais a este ponto o sistema nao se move.
No caso do péndulo, este ponto seria exatamente a origem do espago de fase, o
que ¢ facil de conceber, uma vez que ao se montar um péndulo, se nao desloca-lo
ou impor alguma velocidade, ele jamais saird do seu equilibrio (angulo = 0).

Como o sistema perde energia para o meio, ele é considerado um sistema
nao conservativo, ou um sistema dissipativo. Se imaginar-se a trajetoria do
péndulo em um espaco de fase, tera-se uma espiral que converge para o ponto de
equilibrio, independente das condigoes iniciais dadas ao péndulo, isto caracteriza
o ponto de equilibrio como um atrator, uma vez que ele "atrai” as trajetorias
no espaco de fase. Pode-se entao determinar que todo o atrator de um sistema,
seja oriundo de um sistema dissipativo, uma vez que a definicao de dissipagao
seja dada em funcao da variacao de um ”volume”tomado no espacgo de fase.
Se se tomar duas condicoes iniciais quaisquer para o caso do péndulo, para
um tempo infinitamente grande elas convergirao ao mesmo ponto, se pensar-se
o ”volume”do espaco de fase em termos da distancia das duas trajetorias,
elas tenderao a zero, como ocorre uma diminuicao do ”volume”, o sistema é

Conservativo Vel Dissipativo Vel

Figura 1: Espaco de Fase de um péndulo conservativo e dissipativo, respectivamente,
orbitas elipticas e espirais.
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dissipativo e o ponto é um atrator.

Um sistema pode apresentar ainda pontos de quilibrio que sejam instaveis, e
mesmo, pontos de equilibrio neutro, que seria o equivalente a, respectivamente,
o péndulo no angulo de 90 graus, e um péndulo ideal conservativo, que nunca
perdera energia para o meio, sempre mantera o seu movimento e nunca sera
atraido para o ponto angulo = 0.

Definicao de um Atrator

Um ponto fixo é um ponto em que o sistema deixa de ser dinamico, ou seja,
nao varia mais com o tempo:

dr de . x(t+At) — x(t)
a7 AT A

=0—x(t+ At) =z(t) =cte (1)

Este ponto pode ser um ponto de equilibrio estével, se as trajetforias de uma
determinada regiao do espaco de fase sao atraidas para ele, ou instavel, se elas
sao repelidas.

Um atrator é um conjunto de pontos limitado e fechado A ao qual as
trajetorias podem convergir no espago de fase, estas trajetorias representam
sistemas dissipativos uma vez que para diferentes condicoes iniciais, convergem
ao mesmo conjunto A.

Um conjunto fechado de pontos A é definido como atrator se:

e A é um conjunto invariante, ou seja, para qualquer condicdo inicial
dentro deste conjunto, em qualquer tempo, o ponto no espaco de fase
permanecera no conjunto. [Vz(0) € A — z(t) € A para Vi]

e Existe um conjunto aberto B tal que A C B, em que Vz(0) € B para
t — oo a distancia entre z(t) e A tende a zero. O maior conjunto com
esta caracteristica define a Bacia de Atracdo de A.

e A é minimo, ou seja, nao existe Ay C A tal que satisfaga as duas condigoes
anteriores e Ay # A.

Um atrator pode ser um tinico ponto estavel no espaco de fase. Pode
ser ainda um Ciclo-limite, que é um conjunto de pontos que define uma
76rbita’em torno de um ponto de equilibrio instavel. Para espagos de 3
ou mais dimensoes, ha ainda a Superficie toroidal, que é uma superficie
bidimensional em forma de toro e possui duas frequéncias que definem regimes
periédicos ou quasi-peridédicos, e, por fim, o Atrator estranho, que flutua
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entre varios estados de forma nem aleatoria, nem fixa, nem periddica, mas com
um comportamento coninuo e cadtico, ele apresenta dependéncias sensiveis as
condigoes iniciais.

Dimensao

A dimensao é uma extensao mensuravel que determina a porcao de espaco
ocupada por "algo”. Pode-se definir, por exemplo, um espaco que possua duas
dimensdes, como o R?. Para se pensar em quantidade de ”volume” que ele possa
ocupar, ha de se definir uma quantidade de ”volume” que ele possa nao ocupar,
assim, toma-se entao o espaco euclidiano R? como um subespaco do R3, em que
ele ocupa 2 dimensoes das 3 possiveis. Uma analogia direta é determinar-se
um plano dentro de um cubo. Tomando-se como base a algebra, é direto notar
que, pelo fato de {R} ter cardinalidade infinita, o R® tem infinitas vezes mais
”informacao” que o seu respectivo subgrupo. Na analogia, pode-se ocupar o
cubo com infinitos planos. Continuando a perspectiva, faz-se notar entao que
RCR*CR*C---CR"

A dimensao de um conjunto de pontos também pode ser vista como o numero
de coordenadas necessaria para definir a posicao desses pontos no conjunto, por
exemplo, para determinar-se um ponto em uma linha, basta que se tenha uma
coordenada, e assim qualquer ponto da linha podera ser localizado através do
comprimento de arco medido a partir de algum ponto fixo de referéncia desta
linha.

Fractais

Para conjuntos fractais, a dimensao continua a caracterizar a quantidade de
informacao que se tem em um espaco, entretanto, esta agora nao se limita aos
nimeros inteiros.

Fractais so objetos que apresentam semelhangas em escala (auto-semelhantes),
de forma que nao importa o quanto se refine a precisao, a quantidade de in-
formacao disponivel é sempre equivalente. Existem assim trés tipos de fractais:

e Autossemelhantes: sao fractais que se repetem exatamente da mesma
maneira conforme se refina a escala de observacao.

e Quasi-Autossemelhante: como o préprio nome sugere, sao fractais que
aproximam-se de repetir as suas formas em diferentes escalas, mas acabam
por repetir suas imagens originais um pouco distorcidas ou degeneradas.
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e Autossemelhantes Estatisticos: estes fractais por sua vez nao reproduzem
a mesma forma em diferentes escalas, a nao ser ao considerar-se uma
distribuicao estatistica de sua forma, como picos, vales, quantidade de
informacao, e caracteristicas mais marcantes que se formem, mas nao
apresentam niveis de ”igualdade”em relacao as formas de outras escalas.

A dimensao para um conjunto fractal representa o quanto do espaco este
conjunto ocupa, como nao se limita a numeros inteiros, pode-se ter uma
aproximacao deste em relacao ao espaco de dimensoes inteiras. Por exemplo,
tome um fractal com dimensao de aproximadamente 1.1, este conjunto tem o
comportamento muito préximo ao de uma linha, ja para dimensoes proximas a
1.9, esta linha se contorce, estica e dobra, de forma a se aproximar muito de
uma superficie bidimensional.

Um exemplo de objeto fractal é a curva de Koch, que se monta a partir de
um triangulo equildtero de lado arbitrario 1. Retira-se o ter¢go médio de cada
linha e adiciona-se no lugar um triangulo equilatero de lado % Em seguida,
faz-se 0 mesmo para as 12 linhas dos 6 triangulos formados, adicionando-se
triangulos equilateros de lado %, e assim sussessivamente ad infinitum. 1

O perimetro deste objeto é, na primeira iteracao um triangulo de 3 lados
P, = 3, na segunda, para cada lateral surgem mais duas laterais de triangulos
de tamanho 1/3, logo uma linha originalmente de tamanho 1, possui agora
tamanho 4/3, multiplicada pelos 3 lados do triangulo P, = 3.%. Para a terceira
iteracdo, novamente uma linha de tamanho 1/3 tem seu tergo médio retirado (de
tamanho 1/9) e substituido por duas retas de tamanho semelhante, passando a

Figura 2: 6 iteracoes do Floco de Neve de Koch a partir de um triangulo equildtero.
A direita, uma representacao da n-ésima itera¢do (6*) com drea limitada
por um circulo.
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valer 4/9, como cada linha é transformada em 4 novas linhas, o niimero de linhas
a se substituir passa a ser 4 vezes o nimero anterior, logo P3 = 3.4.% = 4/3,
Py=44/9= P, = ()"

Pode-se entao visualizar o "Floco de Neve de Koch”na Figura 2, onde
torna-se claro que independente do ntimero de iteragoes que se fizer, a area
do objeto nunca sera maior que a de um circulo de raio 1. Por outro lado,
do célculo acima, seu perimetro aumenta em cada iteracao, tal que para
n—oo=~F,= (%)n*2 — 00. Desta forma, poderia-se supor que o objeto
tenha algum tipo de comportamento fractal, uma vez que tem mais informacgao
do que uma dimensao poderia comportar e menos do que duas. Isso se provara

mais a diante.

Box Counting (Contador de Caixas)

O método de "contar caixas”, baseia-se numa ideia de medida em relacao ao
conteido. E como relacionar o tamanho da régua em relacao a quantidade de
objetos medidos.

Por exemplo, possui-se uma linha de tamanho um, ao medi-la, usa-se uma
régua de mesmo tamanho (escala € = 1), o nimero de réguas usadas para medir
a linha é N = 1. Ao tentar-se medir a mesma linha com uma régua de metade
do tamanho da linha (e = 1/2), sdo 2 réguas necessarias para a medida, logo
encontra-se uma relagao direta entre niimero de objetos e escala de medigao
(N = N(e)). O mesmo exercicio pode ser feito para um quadrado de lado 1 de
duas dimensoes, o que se tem agora ¢ um quadrado padrao que se usa para
comparar, em primeira estancia este quadrado padrao mede também 1 (e = 1),
logo, um unico quadrado bastard para cubrir todo o objeeto (N(e¢) = 1). Ao
diminuir-se pela metade o tamanho do quadrado-guia (e = 1/2), tem-se agora
que para que ele possa cubrir todo o objeto, sao necessarios 4 quadrados, 2
vezes mais objetos que o caso da linha, percebe-se assim que o numero de
objetos também depende da dimensao que ele possui (N = N(¢, D)). Nao é
dificil perceber que para um cubo, terd-se 8 cubos-guia, ou seja, 4 vezes mais
objetos de comparacao que o caso da linha.

Pode-se estabelecer uma relacao de poténcia do aumento do numero de
objetos em relagao a dimensao. Mais ainda, o nimero de objetos é ainda
definido pelo tamanho da escala de medida, e assim, obtém-se:
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Na Firgura 8 pode-se acompanhar

Pt i o3 o desenvolvimento da medicao dos ob-
- jetos em relacao a dimensao e a es-
N=1 cala utilizada, onde se tem uma linha
N=1 em dimensao 1, um quadrado em di-
n mensao 2 e um cubo em dimensao
=172 3.
A mesma regra pode ser utilizada
e = para as dimensoes fractais de forma
ne N=8 um pouco menos intuitiva. Reorgani-
zando a equacao obtém-se entao:
=13 —h——
- D o LosV) (3)
- - log(1/e)

O que se observa é que a dimensao

Figura 3: Representacao da relagio en- é dada entao pela relacao entre um

tre o nimero de cairas, a me- termo de Quantidade de Informacgao

dida utilizada (lado € da caiza) (ou Capacidade) e um termo de Es-

e o numero de dimensoes do cqlg. Na préatica, lida-se com siste-

objeto. mas muito complexos que nao sao

"montados” matematicamente, assim,

a relacao de dimensao se torna exata quando sao computados todos os N’s

para as diferentes escalas, ou seja, da Fquacdo 3 toma-se o limite para a escala
tendendo a zero e obtém-se a igualdade:

Do = lim 1299 (4)
0 log(1/e)
Pode-se entao aplicar a Fquacao 4 ao conjunto do Floco de Neve de Koch
e verificar sua dimensionalidade. Assim, circundando-se seu perimetro com
elementos de reta (em torno das arestas dos ”triangulos”), tem-se que para
cada iteracao, 1 segmento de reta se torna 4 (N =1 — N = 4), e seu tamanho
passa de 1 para 1/3 (e = 1 — e = 1/3), assim, na n-ésima iteragao, tera-se
N=4"ec= (%)n Aplicando-se a Equacdo 4:

4n . 4 4
Dy i 109 | mlog(4) _ log(d

= = = Dy~ 1.26186 )
n—oo l0g(3")  n—oon.log(3)  log(3) 0 5)

Que é maior que 1 e menor que 2, como se esperava.

Péagina 7 de 14



Fractais e Caos

O primeiro cientista a cunhar o termo fractal foi Benoit Mendelbrot, um
matematico francés, por volta de 1975. Mendelbrot trabalhava na IBM, e
ao analisar sequéncias de erros nas linhas de transmissoes, percebeu que os
erros nao possuiam um periodo bem definido. Mais que isso, percebeu que
os erros repetiam exatamente os mesmos padroes para escalas diferentes. Os
engenheiros da época nao possuiam grandes ferramentas para compreender a
estrutura dos erros das trasmissoes, mas os matematicos sim. O que Mendelbrot
estava observando era uma manifestacdo de um conjunto matemaético abstrato
chamado o conjunto de Cantor.

O conjunto de Cantor é parecido com o Floco de Koch, mas, baseia-se
na subtracao de elementos, nao na adi¢cao. Toma-se uma linha de tamanho
arbitrario 1 e retira-se seu terco médio, dos dois intervalos restantes de tamanho
1/3 executa-se o mesmo procedimento, deixando-se 4 intervalos de tamanho
1/9. Assim, repete-se o processo até o infinito. Percebe-se que independente
da escala, terd-se a mesma forma, logo, é um conjunto autossimilar (fractal).
Além disso, pela Teoria da Medida, é facil aceitar que o conjunto de pontos
restantes tenha medida zero, no sentido de Lebesgue; e que pelo teorema dos
intervalos encaixantes, seja um conjunto de cardinalidade infinita, uma vez que
associando-se 0 ou 1 para um intervalo respectivamente a esquerda ou a direita
do centro médio de cada iteracao, pode-se localizar um ponto do conjunto de
cantor com uma sequéncia infinita do tipo 10101100010...

Até entao, nao se possufa uma representacao de tal fenomeno na natureza. O
que causou maior espanto nos cientistas da época foi ver que fractais poderiam
ser gerados pelos atratores de sistemas dinamicos, assim como pelas bacias
de atracao de alguns sistemas, nos espagos de fase. De fato, a relagao entre a
dimensao dos atratores e o comportamento cadtico do sistema é dada de forma
direta. Se um sistema que evolui continuamente no tempo possui dimensao
inteira, sabe-se que seu comportamento sera nao-cadtico e "suave”, ja para um
sistema de dimensao fracionada, seu
comportamento sera cadtico e impre-
visivel. O atrator de um sistema
cadtico é denominado, assim, Atra-
tor Estranho.

Qual a importancia de se medir
a dimensao de um atrator cadtico?
A resposta é encontrada no sentido
da analise de um sistema dinamico.
Como os sistemas cadticos, geradores

Figura 4: Conjunto de Cantor.
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de fractais, sd@o oriundos de problemas fisicos reais, o que se busca é uma
compreensao da quantidade de parametros necessarios para se poder definir o
sistema por completo.

O que se tém é que um sistéma dinamico real é uma representacao de
dez/dt = F(x), mas quao grande deve ser a dimensionalidade de z? Por
exemplo, no experimento de Guckenheimer e Buzyna (1983) sobre o atrator
caotico na rotacao diferencial de um fliido aquecido, usaram-se 27 termistores
para medir a temperatura em diferentes pontos do fluido. O nimero 27 foi
tomado de forma arbitraria para que fosse suficientemente grande, onde se
havia a ideia de que a leitura de temperatura do fluido seria uma variavel de
estado do sistema. Com estes dados se poderia definir um atrator, calcular-se
a dimensao e por fim determinar o ntimero de parametros.

Os algoritmos numéricos utilizados para fazer o calculo da Dimensao de Ca-
pacidade (Dy) de atratores estranhos sdo chamados de algoritmos de contagem
de caixas e sao elaborados do seguinte modo:

e itera-se numericamente "muitas” vezes o sistema, despreza-se seu compor-
tamento transiente e marca-se no espacgo de fase os pontos fixos;

e cria-se um grid no espago de fase, divide-se a regido em N (€) ”caixas”de
aresta e;

e refina-se o grid (diminui € e aumenta V) e refaz-se 0 mesmo procedimento;

e a Dimensao de Capacidade D, ¢é dada entao pela inclinagao média de
log(N(¢€)) por log(1/e€), uma vez que a dimensao é equivalente a variagao
do primeiro termo em relagao ao segundo.

O problema da Dimensao de Capacidade é que para problemas reais ela
apresenta uma convergéncia muito lenta, o que a torna muito dificil de calcular.
Visto que a técnica de contar caixas toma uma proporcao do espago como um
todo e depois o subdivide, ha muitas caixas nao visitadas pelo atrator que ainda
sao consideradas a cada subdivisao. Define-se entao um novo tipo de dimensao,
baseada no ntimero de vezes que a orbita do sistema cruza determinado cubo.

Generalizacao do Calculo de Dimensoes

A forma de se generalizar o célculo de dimensoes baseia-se em atribuir um
peso as diferentes caixas, de forma a aumentar a importancia das caixas mais
"vizitadas” pelo atrator. Assim, define-se uma frequéncia u; para cada caixa N;
do espaco, onde eta frequéncia é determianda pela forma:
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U(Ni,;(o,T) (6)

em que 7(N;,xo,T) é o tempo que a dérbita originada de xg fica na caixa V;,
no intervalo de tempo 0 <t <T'. A "frequéncia’definida, também ¢é chamada
de Medida Natural de uma caixa N;.

O método de contar caixas aproxima uma quantidade de caixas que possam
cobrir o atrator, mas no caso de um atrator cadtico, é comum que a Orbita
por ele executada povoe muito mais algumas regioes especificas do espaco de
fase do que outras. Para tomar em relacao a diferenca nas medidas naturais
das caixas, é possivel introduzir outra definicao de dimensao, que generalize
o algoritmo de contar caixas. Foi proposta entao por Grassberger (1983) e
Hentschel e Procaccia (1983) um calculo que leve em consideragao um indice
continuo ¢, assim:

Ny
@i = lim — ~ lim
N—o00 T—o0

1 logI(g,e)
= lim
1 — g0 log(1/e)

Dy (7)

onde

N(e)
Ig,e) =) pt (8)
i=1
tal que o indice da dimensao regra o peso das frequéncias na poténcia. Como
as frequéncias sao um artificio para que se diminua o nimero de caixas, ¢ de
se imaginar que Dy > Dy > Dy > ---. Como os resultados continuam sendo
dimensoes, deve-se imaginar que este valor convirja para um ¢ grande, mas em
ordem pratica, geralmente se utilizam as dimensoes para ¢ = 1 ou ¢ = 2.
Tomando-se ¢ = 0, obtém-se I(0,¢) = N(e), substituindo-se na FEq. 7:

1 .. logN(e)
= im
1 — 00 log(1/e)

e recupera-se a Fquacdo 4 da Dimensao de Capacidade.
Tomando-se agora ¢ — 1 e o caso especial em que todos os y; sejam iguais,
obtem-se do primeiro termo da Fq. 6 que e §:

1 logl ; 1/] Vi
D, = lim D, = lim ( lim 0gl{g. )\ vu (1 A/ 1(g ) (g,€)
91 g—1 \e=0 1 — ¢ log(1/e) 0 \q=1  —log(1/e)
(10)

Dy

9)

em que para o termo numerador tem-se:
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5 PG SCPWNEIC
(g, 6)=--> pi=> —+=> pllogu, 11

por alguma razao nao especificada nos meteriais de auxilio (e ndo encontrada
na literatura), o termo log (g, €) é substituido por I(q, €) para valores de ¢ > 0
na Fq. 7, assim omite-se o termo 1/I(q,€) da Fq. 10, unindo-a com a Eq. 11,
para ¢ — 1, tem-se:

SV i log g

(12)

E D, é definida entao como a Dimensao de Informag¢ao, onde nota-se o
numerador como o termo da Entropia de Shanon.

E para o caso em que ¢ = 2, novamente substitui-se log I(g, €) por simples-
mente [(q,€) e resolve-se a Fq. 7, agora sem a necessidade da aplicacao de
L’Hospital:

LSO e N
Dy = lim Lzt i gy Duimt M (13)
=01 —21log(l/e) =0 loge

Desta forma definida, a dimensao Dy é chamada entao de Dimensao de
Correlacao.

B importante notar que para um atrator homogeneo, Dy = D;, pois a
frequéncia serd aproximadamente a mesma p; = 1/N(¢) e da Eq. 12 retoma-se
a formula para a Dimensao de Capacidade.

O termo de frequéncia ao quadrado, da Eq. 13, indica a frequéncia relativa
com que dois pontos caem na i-ésima caixa de um espacgo subdividido. O que
Grassberg e Procaccia sugeriram, foi aproximar-se este valor pela frequéncia
relativa com que dois pontos estao separados por uma distanncia menor ou
igual a e. Ou seja, a fracao de pontos ¢(e) do atrator que esta dentro de uma
bola centrada em z; de raio e, [¢(€) = {z; ; &; € B(x;,€)}]. Esta fracao é dada
pela relacao:

6) = S Hle [l — ) (1)

Sendo N o nimero de pontos no atrator e H a funcao de Heaviside, que é
definida como H(z) = 0 paraxz < 0 e H(z) = 1 para > 0. Define-se a Fun¢ao
de Correlagio C(€) como o valor médio de g(e), calculado sobre todos os pontos
z;. No calculo real, o nimero de pontos de um atrator cadtico é muito grande,
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toma-se entao N’ pontos aleatérios, onde N’ < N, e determina-se o nimero de
pontos contidos na hiper-esfera:

C() ~ %j:%)q@) (15)

O valor de C' sera proporcional a € se os pontos estverem distribuidos em uma
linha de atracao; sera proporcioanl a €2 se os pontos estiverem uniformemente
espalhados sobre um plano de atracao. Para uma estrutura fractal de atracao,
Grassberg e Procaccia definiram que C' o €2, ou seja:

Dy ~ lim (limM) (16)

N—oo \ =0 loge

E assim calcula-se o valor de D, para varios valores de € e aproxima-se o
valor a partir da inclinacao da reta no gréafico log x log. E importante notar-se
que Dy é mais facil de se calcular que Dy, mas ainda faz-se importante para
determinar algumas caracteristicas do sistema saber o valor da Dimensa de
Capacidade, Dy se torna entao um limite inferior para Dj.

Conclusao

Com os conceitos desenvolvidos pode-se entao definir um objeto fractal e
vincula-lo ao comportamento cadtico em sistemas dinamicos.

Numerosos fenomenos do mundo real evidenciam propriedades fractais e
dimensoes fracionadas analisados a partir de dados medidos e utilizacao de
computacao baseada em técnicas de analise fractal. Na pratica, mensuragoes
da dimensao fractal sao afetadas por diversas imperfeicoes da metodologia e
sao extremamente sensiveis a "ruidos”, limitacoes em calculos numéricos e
experimentais pela grande quantidade de dados. No entanto, o campo o estudo
destes sistemas pode ter muitas aplicagoes préticas, englobando diagndstico por
imagem, fisiologia, neurociéncia, medicina, fisica, andlise, acustica, processos
eletroquimicos, entre outros.
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Apéndice

Calculo da Dimensao Fractal para o Conjunto de Cantor

O Conjunto de Cantor é uma linha de tamanho arbitrario 1 em que se retira
seu tergo médio a cada nova iteracdo, (Figura 5).

Conjunto de Cantor
George Cantor (1845-1918)

0 1
]
0 1/3 2/3 1
I I
0 __1/9 2/9 1/3 23 __7/9 89 1
_— - -
EE EN EE EN
mun un nm un

Figura 5: Conjunto de Cantor.

Para a primeira iteragao, tem-se N =1 e ¢ = 1; para a segunda: N =2 e
e = 1/3... em cada iteracao cada segmento de reta vira dois e diminui-se seu
tamanho em 1/3. Logo, na n-ésima iteracdo: N = 2" e e = 1/3", assim:

log N log 2" 1og2  log2
Dy i 08 N(e) e log2 . omilog2 log2 Dy = 0.63093
=0 log(1/€) n—oclog3® n—oomn.logd  log3
(17)
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